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弧线齿面齿轮应力过程分析
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摘　　　要：为了给弧线齿面齿轮的齿面接触强度和齿根弯曲强度设计提供理论依据，研究了弧线齿面齿

轮的齿面接触应力和齿根弯曲应力随载荷和安装误差的变化规律．在齿面接触分析和承载接触分析的基础

上应用弹性理论计算了弧线齿面齿轮副的齿面接触应力和应用有限元应力影响矩阵法计算了该齿轮副的齿

根弯曲应力．给出了数字计算实例，计算结果表明：齿面接触强度和齿根弯曲强度在重载时的接触强度和弯

曲强度由单齿啮合区的强度决定，轴向安装误差和轴夹角安装误差分别会增加齿面接触应力和齿根弯曲应

力，轴夹角安装误差和轴间距安装误差对齿面接触应力影响甚小，而轴向安装误差和轴间距安装误差可以降

低齿根弯曲应力，与直齿面齿轮相比，弧线齿面齿轮的接触和弯曲应力明显减小．
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ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｅｔｈｏｄ（ＦＥＭ）

　　面齿轮在国外已成功应用于直升机的主传动
系统，能减轻齿轮箱质量和提高承载能力［１］，并能
简化分流－汇流传动结构［２］．国外学者还在进一步
研究斜齿、直齿面齿轮的齿面几何结构、优化设计
方法和制造技术，以及更为先进的面齿轮传动机
构［３－９］．面齿轮传动逐渐成为航空领域较先进的传
动方式，国内正在跟踪国外先进技术，启动了直
齿、斜齿面齿轮传动啮合理论与制造技术的研
究［１０－１１］．但直齿、斜齿面齿轮存在着加工困难且
对安装误差敏感等问题［５，１２］．
弧线齿面齿轮传动是独立研发并具有自主知

识产权的全新齿轮传动机构，已经申请了国家发
明专利［１３］．一方面面齿轮作为非标准齿轮，目前
还没有标准的计算方法能够准确地计算齿面接触

应力和弯曲应力；另一方面作为航空齿轮必须具
有足够的强度，以保证高的可靠性．因此必须研究
面齿轮的应力过程（应力过程指在某一载荷下单
个轮齿在进入啮合到退出啮合历程中应力的变化

过程）．对于弧线齿面齿轮来说更是如此．
本文将在前期的研究如弧线齿面齿轮的几何

设计与加工，啮合特性（ＴＣＡ）［１４－１５］和承载特性
（ＬＴＣＡ）的基础上研究弧线齿面齿轮的力学特性．

１　齿面接触应力

图１是齿面接触印痕示意图，该图可由ＴＣＡ
获得，随着两齿轮的转动，两齿面间的接触点构成
一条接触迹线，这些接触点是接触椭圆的中心．齿
根到齿顶的接触点的序号为１，２，…，ｌ，下文所谓
的接触位置（序号）即为这些接触点（序号），它们
对应齿轮的转角．在每个接触位置（图中为第ｌ个

图１　接触印痕示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｍｏｕｌａｇｅ

接触位置），又将接触椭圆长轴沿整个齿面离散，
这些离散点的序号为１，２，…，ｉ．
根据弹性力学理论［１６］，当２个光滑的空间曲

面在载荷作用下接触时，形成一接触椭圆，椭圆中
心处有最大接触应力

σ＝ ３２
ＫＰ
πａｂ

（１）

式中Ｐ为接触椭圆中心的法向载荷，由ＬＴＣＡ求
得；Ｋ 为载荷系数；ａ，ｂ分别为椭圆的长、短半轴，
可由下式计算得到：

ａ＝α
３
３
４
ＫＰ
Ａ
１－μ

２
１

Ｅ１ ＋１－μ
２
２

Ｅ（ ）槡 ２

ｂ＝β
３
３
４
ＫＰ
Ｂ
１－μ

２
１

Ｅ１ ＋１－μ
２
２

Ｅ（ ）槡
烅

烄

烆 ２

（２）

式中μｉ，Ｅｉ（ｉ＝１，２）分别是泊松比和弹性模量；
系数α，β由参数θ＝ａｒｃｏｓ（Ａ／Ｂ）在文献［１６］中查
取；Ａ，Ｂ是齿面接触点附近的几何参数，详细计
算请参考文献［１６］．式（１）和式（２）中所有参变量
均由ＴＣＡ和ＬＴＣＡ求得，故每个接触位置上的
最大接触应力可以求出．

２　齿根弯曲应力

２．１　弧线齿面齿轮有限元模型

在计算弧线齿面齿轮副的应力影响矩阵和弯

曲应力之前需要对两轮实行单元划分．此处根据

图２　弧线齿面齿轮有限元模型

Ｆｉｇ．２　Ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔｓ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｆａｃｅ　ｇｅａｒ　ｗｉｔｈ

ａｒｃｕａｔｅ　ｐｉｎｉｏｎ

５１８２
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文献［１４］建立了弧线齿小齿轮和面齿轮的齿面，
然后用２０节点等参单元建立了两轮的单齿有限
元模型，如图２所示，并固定轮体底面和两侧的节
点，其程序由 ＭＡＴＬＡＢ编写．

２．２　齿根节点应力影响矩阵

假定齿根过渡曲面的节点总数为ｍ，工作齿
面节点总数为ｎ，当齿轮工作齿面节点上分别作
用单位载荷Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ 时，则ｍ 个齿根节点
产生应力，构成ｍ个应力向量σｉ（ｉ＝１，…，ｍ），齿
面网格节点加载时的应力影响矩阵Ｓｎ×ｍ为

Ｓｎ×ｍ ＝

σ１１ σ１２ … σ１　ｍ
σ２１ σ２２ … 
   

σｎ１ … … σ

熿

燀

燄

燅ｎｍ

（３）

式（３）中任一元素σｉｊ表示当工作齿面节点ｉ上作
用一单位法向载荷时在齿根节点ｊ上产生的应
力．Ｓｎ×ｍ可通过在ｎ个工作齿面节点上轮流施加
单位法向载荷，经过一次有限元计算获得，并作为
齿轮的基本力学特性储存，往后应力变化与分布
的计算只调用这些数据，不必再进行有限元计算．

２．３　接触椭圆长轴节点应力影响矩阵

如图３在旋转投影面上将第ｌ个接触位置上
的接触椭圆长轴，沿整个齿面（之所以要沿整个齿
面离散，是因为在不同的载荷下，接触椭圆的大小
会变化）离散为ｋ个节点，定义接触椭圆长轴节点
加载时的应力影响矩阵为

珘Ｓｋ×ｍ ＝

珘σ１１ 珘σ１２ … 珘σ１　ｍ
珘σ２１ 珘σ２２ … 
   
珘σｋ１ … … 珘σ

熿

燀

燄

燅ｋｍ

（４）

式（４）中的任一元素表示当单位法向载荷作用到
接触椭圆长轴第ｋ个节点上时，在齿根ｊ结点上
产生的应力．图３中为齿面网格角节点，其应力
状态已由式（３）算出，因此接触椭圆长轴上所有节
点的应力影响矩阵可通过二元插值得到．

图３　节点应力影响矩阵的插值

Ｆｉｇ．３　Ｓｔｒｅｓｓ　ｉｎｆｌｕｅｎｃｉｎｇ　ｍａｔｒｉｘ　ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

ｏｆ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｎｏｄｅ

２．４　齿根弯曲应力计算

根据圣维南原理，在计算齿根应力时，轮齿表
面瞬时接触椭圆上的分布力系，可用作用在接触
椭圆长轴节点上的集中力系来代替，该力系由

ＬＴＣＡ求出，图４为弧线齿面齿轮接触椭圆长轴
上的载荷分布（表１为该齿轮副的设计参数），即
节点上的集中力系，定义载荷分布矩阵为

Ｌｌ×ｋ ＝

ＬＴ１ｋ１ ０

ＬＴ
２ｋ２


０ ＬＴｌｋ

熿

燀

燄

燅１

（５）

式中ｋｊ（ｊ＝１，２，…，ｌ）为接触椭圆长轴ｊ上的总
节点数．
ＬＴｊｋｊ ＝ ［ｐ１　ｐ２　…　ｐｋｊ］　（ｊ＝１，…，ｌ）
代表第ｊ条接触椭圆长轴上一系列节点上的载荷．

图４　弧线齿面齿轮的载荷分布

Ｆｉｇ．４　Ｌｏａｄ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｎ　ｆａｃｅ　ｇｅａｒ

ｗｉｔｈ　ａｒｃｕａｔｅ　ｐｉｎｉｏｎ

表１　弧线齿面齿轮传动设计参数

Ｔａｂｌｅ　１　Ｄｅｓｉｇｎ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｆａｃｅ　ｇｅａｒ　ｗｉｔｈ

ａｒｃｕａｔｅ　ｔｏｏｔｈ

面齿轮传动参数 设计值

小齿轮齿数Ｎ１ ２５

插齿刀齿数Ｎｓ ２８

面齿轮齿数Ｎ２ １６０

压力角α／（°） ２５

模数ｍ／ｍｍ　 ６．３５

轴夹角γｍ／（°） ９０

面齿轮内径Ｌ１／ｍｍ　 ４９０

面齿轮外径Ｌ２／ｍｍ　 ５４０

根据应力叠加原理，齿根弯曲应力矩阵由下
式计算：

σｌ×ｍ ＝Ｌｌ×ｋ·珘Ｓｋ×ｍ （６）
式中的任一元素σｉｊ表示当载荷作用到第ｉ（ｉ＝１，
…，ｌ）条接触线时，齿根第ｊ（ｊ＝１，…，ｍ）个节点
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的弯曲应力．
图４显示了弧线齿面齿轮承载８００Ｎ·ｍ时

在１５个接触位置的载荷分配．理论上当小轮转１
圈，小轮的１个轮齿转过的角度为２π／Ｎ１ｒａｄ，将

２π／Ｎ１ 称为小轮的单齿啮合周期，在 ＴＣＡ 和

ＬＴＣＡ算法中小齿轮单齿啮合周期被分为８等
份，用实际接触点数除以８即为实际重合度，故文
中齿轮副的单齿啮合区为第８个接触位置，其他
接触位置位于双齿啮合区，更详细的论述可参考
文献［１７］．

３　计算实例

３．１　齿面接触应力计算

图５是无安装误差的弧线齿面齿轮副在不同
载荷下的齿面接触应力．在载荷较小（１００Ｎ·ｍ）
的情况下，齿面接触应力按线性规律变化，在单齿
啮合区齿面接触应力达到最大值．而在载荷较大
（４００，８００，１　２００，１　６００Ｎ·ｍ）时，在双齿啮合区，
齿面接触应力按线性规律变化，在单齿啮合区齿
面接触应力迅速增加，但在双齿啮合区齿面接触
应力有所减小．

图５　无安装误差的接触应力

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｎｔａｃｔ　ｓｔｒｅｓｓ　ｗｉｔｈｏｕｔ　ｍｉｓａｌｉｇｎｍｅｎｔ

这是由于在轻载时，轮齿的弹性变形较小，处
于单齿啮合状态，载荷由１个轮齿承担，接触应力
按线性规律变化．但在重载时，轮齿的弹性变形足
够大，以至于能抵消双齿啮合区轮齿间的间隙，由

２个轮齿分担载荷，但在单齿啮合区仅由１个轮
齿承载，因此接触应力突然增加．
图６是处于单个安装误差下，载荷为８００Ｎ·ｍ

的弧线齿面齿轮的齿面接触应力．由于弧线齿面
齿轮对轴夹角误差较敏感，在文中的设计参数下，

当Δγ＞０．１１４　６°时，两齿面接触点将随Δγ的增
加而减少．为了在相同的重合度下比较，这里轴夹
角误差Δγ取０．１１４　６°，从图中可以看出齿面接触
应力与没有安装误差时的接触应力相差甚小，换言
之Δγ对弧线齿面齿轮的齿面接触应力影响较小．

图６　安装误差下的接触应力

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｎｔａｃｔ　ｓｔｒｅｓｓ　ｗｉｔｈ　ｅｒｒｏｒｓ　ｏｆ　ａｌｉｇｎｍｅｎｔ

轴交叉最短距离ΔＥ取４ｍｍ时，使得齿顶和
齿根处的接触应力有所减小，基本没有改变单齿
啮合区的最大接触应力．
轴向安装误差Δｑ取０．８ｍｍ时，增加了齿根

处的接触应力，并降低了齿顶处的接触应力，使单
齿啮合区的最大接触应力由１　２３０．１Ｎ／ｍｍ２ 增加
到了１　３１６．２Ｎ／ｍｍ２．因此从增加齿面接触强度
的角度考虑应尽量避免较大的轴向安装误差．

３．２　齿根弯曲应力计算

在弯矩的作用下，齿根一侧为拉伸状态，一侧

为压缩状态，拉应力和压应力具有对称性，因此这
里只论述拉伸侧的拉应力，并称为弯曲应力．
没有安装误差的弧线齿小齿轮和面齿轮在不

同载荷下（１００，４００，８００，１　２００，１　６００Ｎ·ｍ）的齿根
弯曲应力如图７（ａ）、图７（ｂ）所示．从图中可以看
出小齿轮和面齿轮的齿根弯曲应力的变化规律与

齿面接触应力的变化规律一致．
在单齿啮合区，不同载荷下的小齿轮最大齿

根弯曲应力总是大于面齿轮的最大齿根弯曲应

力，因此在考虑齿轮副的齿根弯曲强度时，应着重
考虑提高小齿轮的齿根弯曲强度．
弧线齿面齿轮在８００Ｎ·ｍ的载荷下，拉伸侧

在第８个接触位置的拉应力云图如图８所示，该
图显示的是由主应力按强度合成理论计算的准则

应力．可以看出最大齿根弯曲应力位于面齿轮的
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图７　无安装误差的弯曲应力

Ｆｉｇ．７　Ｂｅｎｄｉｎｇ　ｓｔｒｅｓｓ　ｗｉｔｈｏｕｔ　ｍｉｓａｌｉｇｎｍｅｎｔ

图８　弧线齿面齿轮齿根弯曲应力云图

Ｆｉｇ．８　Ｂｅｎｄｉｎｇ　ｓｔｒｅｓｓ　ｏｆ　ｆａｃｅ　ｇｅａｒ　ｗｉｔｈ　ａｒｃｕａｔｅ　ｔｏｏｔｈ

齿宽中点．因为第８个接触位置的椭圆中心位于
齿面中央，此处的法向间隙最小且此时只有１个
轮齿承载，因此齿宽中点更容易受拉或受压．
图９是处于单个安装误差下，载荷为８００Ｎ·ｍ

的弧线齿面齿轮的齿根弯曲应力．在轴夹角安装
误差（Δγ＝０．１１４　６°）的影响下，接触位置１～接触

位置７的齿根弯曲应力几乎没有变化，但接触位
置８～接触位置１５的齿根弯曲应力有所增加，所
以轴夹角安装误差Δγ会降低面齿轮副的齿根弯
曲强度．

图９　安装误差下的弯曲应力

Ｆｉｇ．９　Ｂｅｎｄｉｎｇ　ｓｔｒｅｓｓ　ｗｉｔｈ　ｅｒｒｏｒｓ　ｏｆ　ａｌｉｇｎｍｅｎｔ

在安装误差ΔＥ＝４ｍｍ的影响下，除接触位
置５～接触位置７的齿根弯曲应力有少许增加
外，包括单齿啮合区在内的其他接触位置的齿根
弯曲应力减小了１４％～２３％．因此ΔＥ在减小最
大齿根弯曲应力方面具有积极意义．
轴向安装误差Δｑ＝０．８ｍｍ，减小了接触位置

８～接触位置１５的齿根弯曲应力，但增加了其他
接触位置的齿根弯曲应力．当齿面接触强度足够
的话，可以考虑用其减小面齿轮副的最大齿根弯
曲应力．

４　两种面齿轮应力过程的比较

图１０和图１１中，曲线—的设计参数与文献
［１８］相同，即面齿轮内径Ｌ１ 为４７１ｍｍ，外径Ｌ２
为５５９ｍｍ，其他设计参数同表１．由于表１中的内
径和外径是弧线齿面齿轮的极限值，因此其他曲
线的设计参数与表１完全相同．
无安装误差直齿面齿轮在４００，８００，１　２００和

１　６００Ｎ·ｍ的载荷下的齿面接触应力如图１０所
示．与图５相比，直齿面齿轮的最大接触应力明显
大于弧线齿面齿轮的最大接触应力，最大接触应
力的详细对比如表２所示．其单齿啮合区为５～
８，直齿面齿轮的最大接触应力位于第８个接触位
置．齿宽的减小，几乎没有改变单齿啮合区的齿面
接触应力，但使双齿啮合区的齿面接触应力有所
增加．（在载荷为１　６００Ｎ·ｍ时，文献［１８］的最大
齿面接触应力为１　５２９Ｎ／ｍｍ２）．
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图１０　直齿面齿轮接触应力

Ｆｉｇ．１０　Ｃｏｎｔａｃｔ　ｓｔｒｅｓｓ　ｏｆ　ｆａｃｅ　ｇｅａｒ　ｗｉｔｈ　ｓｐｕｒ　ｐｉｎｉｏｎ

图１１　直齿面齿轮弯曲应力

Ｆｉｇ．１１　Ｂｅｎｄｉｎｇ　ｓｔｒｅｓｓ　ｏｆ　ｆａｃｅ　ｇｅａｒ　ｗｉｔｈ　ｓｐｕｒ　ｐｉｎｉｏｎ

表２　２种面齿轮的接触应力和弯曲应力

Ｔａｂｌｅ　２　Ｃｏｎｔａｃｔ　ａｎｄ　Ｂｅｎｄｉｎｇ　ｓｔｒｅｓｓ　ｏｆ

ｔｗｏ　ｔｙｐｅｓ　ｆａｃｅ　ｇｅａｒ

载荷

Ｔ／

（Ｎ·ｍ）

弧线齿面齿轮 直齿面齿轮

接触应力

σ／（Ｎ／ｍｍ２）

弯曲应力

σ／（Ｎ／ｍｍ２）

接触应力

σ／（Ｎ／ｍｍ２）

弯曲应力

σ／（Ｎ／ｍｍ２）

４００　 ９７６　 ２４．０６　 １　０６０　 ３１．９３

８００　 １　２３０　 ４６．６０　 １　３３５　 ５５．７０

１　２００　 １　４０８　 ６４．５１　 １　５２８　 ７７．４９

１　６００　 １　５５０　 ７８．６２　 １　６８２　 ９８．６６

无安装误差直齿面齿轮在４００，８００，１　２００和

１　６００Ｎ·ｍ的载荷下的齿根弯曲应力如图１１所
示．与图７（ｂ）相比，直齿面齿轮的最大弯曲应力
明显大于弧线齿面齿轮的最大弯曲应力，最大弯
曲应力的详细对比如表２所示（在载荷为１　６００
Ｎ·ｍ时，文献［１８］的最大齿根弯曲应力为８３Ｎ／

ｍｍ２）．

５　结　论

１）齿面接触应力和齿根弯曲应力在轻载和
重载时，在单齿啮合区均达到最大值，单齿啮合区
决定了齿轮副的接触强度和弯曲强度．
２）弧线齿圆柱齿轮齿根弯曲应力远大于面齿
轮的齿根弯曲应力，弯曲强度应由圆柱齿轮确定．
３）安装误差Δｑ会增加齿面接触应力水平，
在考虑齿面接触强度时，应尽量减小轴向安装误
差．其他两个安装误差对齿面接触应力影响较小．
４）轴夹角安装误差Δγ会增加最大齿根弯曲
应力，在考虑齿根弯曲强度时，应减小轴夹角安装
误差，其他２个安装误差在一定程度上减小了最
大齿根弯曲应力．
５）弧线齿面齿轮的接触应力和弯曲应力均
小于直齿面齿轮的接触应力和弯曲应力，即弧线
齿面齿轮的强度高于直齿面齿轮．
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